Mathematik ATEQMETPHTOZ
am Nepomucenum MHAEIX EIZITQ

Problem des Monats September 2026

Friesmuster und Triangulierung von Polygonen

Es werde folgendermafen ein nach links und rechts unendlich fortgesetztes Zahlenschema erzeugt (s. Abb.): In
die oberste Zeile schreibt man lauter Einsen. In die darauffolgende Zeile schreibt man eine periodische Folge

positiver natiirlicher Zahlen, z.B. [...,1,2,2,1,3,1,2,2,1,3,1,2,2,1,3,.. ].

Zeile 0O:

Zeile 1:

Zeile 2:

Zeile 3:
Die Zahlen in den weiteren Zeilen ergeben sich nun sukzessive mithilfe der Diamantenregel, welche Q
besagt, dass fiir jede Raute aus vier benachbarten Zahlen a, b, ¢, d gelten muss: @.@

a-d—b-c=1. G

Damit kommt z. B. im obigen Schema eine 2 in den zweiten Kreis in Zeile 2, denn 3-1—-1-2 = 1.
Es stellt sich tiberraschenderweise heraus (der Beweis ist allerdings nicht einfach), dass auf diese Weise nur
ganze Zahlen im Schema auftauchen.

Aufgabe 1
a) Teste dies, indem du das obige Schema bis zur Zeile 3 fortsetzt. Welche weitere sehr verbliiffende Beob-
achtung machst du fiir Zeile 37

Vergleiche mit den Schemata, die sich ergeben, wenn man in Zeile 1 stattdessen mit [...,1,2,1,2,3,.. ]
oder mit [...,1,1,2,3,2,...] anfingt.

b) Erzeuge nun noch ein Schema bis zur Zeile 4, bei dem du mit [...,1,2,2,2,1,4,...] anfingst.

Ein Zahlenschema wie oben mit der zusétzlichen besonderen Eigenschaft, dass es aufser Zeile 0 eine weitere
Zeile n gibt, die nur aus Einsen besteht, heifst Friesmuster der H6he n. Es gibt genau ein Friesmuster der
Hohe 3, ndmlich das aus den 5 Zahlen [...,1,2,2,1,3,...] erzeugte. Die 6 Zahlen [...,1,2,2,2 1,4, ...] erzeugen
hingegen ein Friesmuster der Hohe 4, wobei es jedoch noch weitere mit dieser Hohe gibt. All dies ergibt sich aus
dem beriihmten

Satz (J. Conway und H. Coxeter, 1973). Ein Friesmuster der Hohe n ist dasselbe wie eine Triangulierung eines

regelmapigen (n + 2)-Ecks.

Dabei ist eine Triangulierung eines Vielecks eine Unterteilung in Dreiecke via sich gegenseitig

nicht schneidender Diagonalen. Zum Beispiel ist rechts eine Triangulierung des Fiinfecks abge-
bildet, wobei zusétzlich an jedem Eckpunkt angegeben ist, wie viele Dreiecke der Triangulierung
dort zusammenlaufen. Auf diese Weise erhilt man die bekannten Startzahlen [...,1,2,2,1,3,.. ]
fiir das Friesmuster der Hohe 3. Da es zudem offensichtlich keine andere Triangulierung des Fiinf-
ecks gibt, gibt es auch nur dieses eine Friesmuster der Hohe 3.

Aufgabe 2
a) Zeichne die Triangulierung des Sechsecks, die sich aus den in Aufgabe 1, b) angegebenen Startzahlen fiir
ein Friesmuster der Hohe 4 ergibt.

Es gibt noch genau zwei weitere Triangulierungen des Sechsecks. Finde sie und erzeuge mit ihrer Hilfe die
beiden weiteren Friesmuster der Hohe 4.

b) Begriinde ebenso mithilfe des Satzes von Conway und Coxeter, welche Friesmuster der Hohe 2 es gibt.

c¢) Untersuche schlieflich noch die Friesmuster der Hohe 5E]

1Die Anzahl der Friesmuster mit Héhe > 6, d. h. Triangulierungen von n-Ecken mit n > 8, wéichst dann mit steigendem n sehr
schnell an, vgl. https://oeis.org/A000207.
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