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Problem des Monats Marz 2019

Kettenbriiche — Teil 1: Zusammenhang mit dem Euklidischen Algorithmus

Mit dem Euklidischen Algorithmus kann auf effiziente Art und Weise der ggT zweier Zahlen ermittelt werden. Als
Beispiel zur Erinnerung! wird hier ggT(24;9) bestimmt (wobei das Ergebnis 3 lautet):

2 : : 5 24=2.9+6 ("9passt2malin24 und 6 bleiben iibrig")
. 9=1.6+3 ("6 passt1-malin 9 und 3 bleiben iibrig")
. 6=2:3 ("3 passt 2-mal in 6")

Visualisierung des Euklidischen Algorithmus durch Zerlegung eines Rechtecks in moglichst groRe Quadrate

Wie die folgende Aufgabe zeigt, kann der Euklidische Algorithmus zur Bestimmmung von
geT(24;9) auch durch ein 24 x 9-Rechteck veranschaulicht werden, welches in moglichst grofse

Quadrate zerlegt wird (s. rechts). |

Aufgabe 1
a) Welche Seitenldngen haben die Quadrate im 24 x 9-Rechteck? Zeige auf diese Weise, dass tatsachlich ggT(24;9) =
3 ist und mache dir klar, dass diese geometrische Darstellung genau die Informationen enthélt, die als Rechen-
schritte oben in dem Beispiel auftauchen.

b) Bei Vergroferung mit dem Faktor 2 hat das Rechteck die Mafe 48 x 18 und bei Verkleinerung mit dem Faktor 3
die Mafe 8 x 3. Was folgt hieraus fiir die Beziechung von ggT(24;9) zu ggT(48;18) bzw. ggT(8;3)?

Aufgabe 2
a) Von welchen Zahlen konnte in der rechten Abb. der ggT bestimmt worden sein, und
was ist das Ergebnis? Gib mehrere Moglichkeiten an.

b) Bestimme ggT(11;4) bzw. ggT(26;20) bzw. ggT(39; 16) durch Zerlegung geeigneter
Rechtecke in moglichst grofse Quadrate.

Kettenbruchdarstellung rationaler Zahlen und Euklidischer Algorithmus

Ein Kettenbruch ist ein gemischter Bruch (das soll hier bedeuten: eine natiirliche Zahl plus ein Bruch mit dem Zahler 1),
bei dem im Nenner wieder ein gemischter Bruch steht, usw. Zum Beispiel kann man % folgendermafien als Kettenbruch

darstellen:
24 24+ L 2+ L
o 9 T AT T 1
9 G 1+ 2

(Unterstreichungen hier nur zur Verdeutlichung).

Dafiir schreibt man {iblicherweise auch kurz %4 =[2;1,2].

Aufgabe 3

Die Darstellung einer rationalen Zahl ¢ als Kettenbruch ist im Prinzip nichts anderes, als per Euklidischem Algorithmus
ggT(a; b) zu berechnen (woraus insbesondere folgt, dass sich jede rationale Zahl als Kettenbruch darstellen ldsst). Mache
dir das klar, indem du anhand der obigen Zerlegung eines 24 x 9-Rechtecks in mdglichst grofse Quadrate erlduterst, dass
diese geometrische Darstellung genau dieselben Informationen enthilt wie die Darstellung von 29—4 als Kettenbruch.

Aufgabe 4
a) Lies aus den Rechteckszerlegungen in Aufgabe 2 b) die Kettenbruchdarstellungen von % bzw. % bzw. % ab.
Kontrolliere die Ergebnisse, indem du diese Kettenbriiche rechnerisch vereinfachst.

b) Skizziere die zu den Kettenbruchdarstellungen [3;1,4] bzw. [2;2,2, 2] gehorigen Rechteckszerlegungen und lies
aus den Seitenldngen ab, welche rationalen Zahlen diese Kettenbruchdarstellungen besitzen. Kontrolliere die
Ergebnisse, indem du diese rationalen Zahlen rechnerisch in Kettenbriiche umwandelst.

¢) Erldutere sowohl rechnerisch anhand der Kettenbruchdarstellungen als auch geometrisch anhand der zugehorigen
Rechteckszerlegungen, welchen Zahlen sich [1;1,n] bzw. [1;1,1,n] anndhern, wenn n immer grofer wird.

1Siehe das Problem des Monats November 2011 fiir eine weitere Darstellung der Funktionsweise des Euklidischen Algorithmus.



